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摘要  信息粒度与熵理论是两种有效进行信息系统中不确定性研究的重要工具, 已有许多

成功的应用范例. 研究了不同二元关系下信息系统中信息粒的刻画和表示, 给出了信息系

统中信息粒度的公理化定义, 证实了一些已有的信息粒度度量都是其特殊形式. 发展了信

息系统中的熵理论，证明了这些熵度量的粒化单调性. 同时，在信息系统意义下，建立了信

息粒度与熵之间的互补关系. 这些研究统一了完备信息系统与非完备信息系统中不确定性

度量的相关结果.  
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粒度计算，是Zadeh于 1996 年首先提出的[1]. 他认为，人类认知主要基于 3 个主要概念，

即粒度（包括将全体分解为部分）、组织（包括从部分集成整体）和因果（包括因果的关联）. 

而粒度计算是一把大伞，它覆盖了所有有关粒度的理论、方法论、技术和工具的研究[2-4]. 作

为复杂问题求解的有力工具，粒度计算在粗糙集理论、概念格、知识工程、数据挖掘、人工

智能、机器学习等领域有着潜在的应用[5-12]，已成为信息科学的研究热点之一.  

粒度计算理论的研究主要有 3 个比较成熟的模型：（1）词计算理论[1, 2]；（2）粗糙集理

论[13]；（3）商空间理论[14-16].  

信息粒度主要研究信息系统中信息或知识的不确定性问题. Wierman提出了粒度度量的

概念来度量信息的不确定性，在其提出的公理化约束下该定义和Shannon熵具有同样的形式
[17]. 梁吉业等研究了完备信息系统和非完备信息系统中的信息粒度，并将其成功应用于属

性重要性度量、特征选择与决策规则获取等方面[18-20]. 钱宇华等则引入了具有直观知识含量

特征的组合粒度来度量信息系统中的粒度大小[21].  

熵的概念起源于经典热力学，用来度量系统的无序程度，Shannon 借用熵的称谓，定义

了量化一个离散型随机变量的随机性大小的量度[22]，称之为信息熵或随机熵. 今天，熵被

广泛用于不确定性度量. Düntsch运用Shannon熵对粗糙集理论中的规则进行度量[23]. 文献

[24,25] 应用Shannon熵的变形研究了粗糙集和粗糙关系数据库的不确定性信息度量.1968年
Zadeh 首先提出了模糊熵的概念，用来量化模糊集合的模糊性. 1972 年De Luca和Termini[26] 

引入了一个模糊集熵的公理化构造方法，并给出了一个模糊集模糊性的距离度量、相似性度

量以及这些度量之间的关系. 文献[27]给出了一种新的模糊熵并有效地应用到基于划分的

模糊粗糙集的模糊性度量. 梁吉业等提出了一种信息增益具有补特征的信息熵，并给出其条

件熵和互信息，指出这个熵也是一种模糊熵，并应用于度量粗糙集和粗糙分类的模糊性[28]. 
钱宇华等则在非完备信息系统中引入组合熵的概念，其信息增益函数具有可能知识含量的特

性，并用于度量非完备信息系统的不确定性[21].  
本文统一了完备信息系统与非完备信息系统中的不确定性度量方法，通过引入一个偏序

关系
'≺ ，给出了信息系统中信息粒度的公理化定义，指出了一些已有的信息粒度度量都是

其特殊形式. 进一步发展了非完备信息系统中的熵理论，证实了信息系统中熵的粒化单调
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性，并建立了信息粒度与熵之间的互补关系. 这些结果为信息系统中不确定性的研究提供了

有效工具.  

1  信息系统中的信息粒 

1.1  完备信息系统  

    形式上, 是一个信息系统,U 表示对象的非空有限集合,),( AUS = A 表示属性的非空

有限集合，任意属性 , ： 是一个映射，其中 称为 的值集． Aa∈ a aVU → aV a
对于给定信息系统 , 若任意属性),( AUS = Aa∈ ， 不含空值,则称 是一个完备信

息系统

aV S
[19.20,29]． 

设 , 定义等价关系： AP ⊆
)}()(,|),{()( vauaPaUUvuPIND =∈∀×∈= ． 

显然， ． })({)( aINDPIND
Pa∈

= ∩

这里, 构成U 的一个划分,称其为U 上的一个信息,其中每个等价类称为一

个信息粒．信息粒度则是对关系（或属性集） 下信息粒（等价类）大小的平均度量． 
)(/ PINDU

P
特别地，如果 }},{|{)(/ UuuXXPINDU ∈=== ω ，称其为恒等关系；如果

}}{|{)(/ UXXPINDU === δ ，称其为全域关系.  

1.2 非完备信息系统 

在一些情况下，对一个对象而言，一些属性值可能是缺损的. 例如，在医学信息系统中，

可能存在这样一组病人，它们不能执行所有要求的检查. 一种解决方法是这些缺损值可以通

过对应属性的所有可能值的集合来表示. 为了表示这种情况，一个区分值（即空值）通常安

排给这些属性.  
在信息系统 ),( AUS = 中,如果至少存在一个属性 Aa∈ , 包含空值,则称 S 是一个

非完备信息系统,用*表示空值 ． 
aV

]29,20,19[

设 ,定义相容关系 ： AP ⊆ ]29[

)()(,|),{()( vauaPaUUvuPSIM =∈∀×∈=  or  *)( =ua  or  ． *})( =va
显然, })({)( aSIMPSIM

Pa∈
= ∩ ． 

令 表示对象集)(uSP )}(),(|{ PSIMvuUv ∈∈ ． 是与u 不可区分的对象的最大

集合（相对

)(uSP

P 而言）． 
令 P~ 表示分类, 即一族集合 }|)({ UuuSP ∈ ． P~ 构成U 的一个覆盖, 即对于每一个

有 ,且Uu∈ ∅≠)(uSP UuSP
Uu

=
∈

)(∪ ．这里, 称 P~ 为U 上的一个信息, 其中每个相容类

称为一个信息粒．信息粒度则是对属性集 P 下信息粒（相容类）大小的平均度量． 

特别地，如果 }},{)(|)({~ UuuuSuSP PP ∈=== ω ，称其为恒等关系；如果 δ=P~  

，称其为全域关系. }},{)(|)({ UuUuSuS PP ∈==

例 1  考虑表 1 中几个小汽车的描述 ． ]29,20[

表 1  一个关于小汽车的非完备信息系统 
Car Price Mileage Size Max-Speed 
u 1 High Low Full Low 
u 2 Low * Full Low 
u 3 * * Compact Low 
u 4 High * Full High 
u 5 * * Full High 
u 6 Low High Full * 



 这是一个非完备信息系统,其中 },,,,,{ 654321 uuuuuuU = , },,,{ 4321 aaaaA = ,这里

, , , 表示 Price, Mileage, Size, Max-Speed．通过计算,可得： 1a 2a 3a 4a

)}(),(),(),(),(),({~
654321 uSuSuSuSuSuSA AAAAAA= ， 

其中， , ,}{)( 11 uuSA = },{)( 622 uuuSA = }{)( 33 uuSA = , },{)( 544 uuuSA = ， , 

． 

},,{)( 6545 uuuuS A =
},,{)( 6526 uuuuS A =

令 是一个完备信息系统，),( AUS = },,,{)(/ 21 mXXXAINDU "= . 如果我们把它

看作一个属性取值不包含空值的非完备信息系统，则 )}(,),(),({~
||21 UAAA uSuSuSA "= ]21,20[

. 

不妨令集合 ，其中},,,{ 21 iisiii uuuX "= ii sX =|| ， ，则存在以下关系： ∑
=

=
m

i
i Us

1
||

)()()( 21 iisAiAiAi uSuSuSX ==== " ， .  ∑
=

=
is

k
ikAi uSX

1

2 |)(|||

因此，如果不需要区分完备信息系统和非完备信息系统，可以把信息系统中的信息统一

表示为向量 . 特别地， 恒等关系可以表示为

维向量

))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= ]21,20[ || U

}){,},{},({~
||21 UuuuP "== ω ；同理，全域关系也可以表示为 维向量|| U == δP~  

.  }){,},{},({ UUU "
令 是一个完备信息系统， ，),( AUS = AQP ⊆, },,,{)(/ 21 mXXXPINDU "= ，

，},,,{)(/ 21 nYYYQINDU "= ))(,),(),(()( ||21 UPPP uSuSuSPK "= ， ))(,),(),(()( ||21 UQQQ uSuSuSQK "= ， 

其中 ， ，则 与 中的元素之

间存在以下关系： 

},,,{ 21 iisiii uuuX "= },,,{ 21 jjtjjj uuuY "= )(PK )(/ PINDU

)()()( 21 iisPiPiPi uSuSuSX ==== " ， .  ∑
=

=
is

k
ikPi uSX

1

2 |)(|||

同理， 与 中的元素之间存在以下关系： )(QK )(/ QINDU

)()()( 21 jjtQjQjQj uSuSuSY ==== " ， . ∑
=

=
jt

k
jkQj uSY

1

2 |)(|||

    在本文以下的许多定理证明中将多次使用这种表达方式. 

2  信息粒度的公理化方法 

2.1 偏序关系“
'≺ ”  

设 是一个信息系统， ，),( AUS = AQP ⊆, ))(,),(),(()( ||21 UPPP uSuSuSPK "= ， =)(QK  

. 我们定义一个二元关系))(,),(),(( ||21 UQQQ uSuSuS " '≺ ： 

)()( ' QKPK ≺ ⇔如果任意的 |}|,,2,1{ Ui "∈ ，都有 ，其中)()( iQiP uSuS ⊆ ∈)( iP uS  

， . 这里简记为)(PK )()( QKuS iQ ∈ QP '≺ .  

进一步， )()( QKPK = ⇔任意的 |}|,,2,1{ Ui "∈ ，都有 )()( iQiP uSuS = ，简记为 ； QP ≈

)()( ' QKPK ≺ ⇔ )()( ' QKPK ≺ 且 )()( QKPK ≠ ，简记为 .  QP '≺
令 是一个信息系统，记),( AUS = }|)({ APPK ⊆=Κ .  

定理 1 ),( '≺Κ 是一个偏序集.  
证明 令 ，ARQP ⊆,, ))(,),(),(()( ||21 UPPP uSuSuSPK "= ， ),(()( 1uSQK Q= ),( 2uSQ   

， .  ))(, ||UQ uS" ))(,),(),(()( ||21 URRR uSuSuSRK "=



（1）任意的 Uu∈ ，都有 |)(||)(| uSuS PP = 成立，因此 PP '≺ .  

（2）假设 QP '≺ 和 PQ '≺ . 从上面的定义，我们能够得到 

QP '≺ ⇔ 任意的 ，都使得 ，其中 ，

； 

|}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iQiP uSuS ⊆ )()( PKuS iP ∈

)()( QKuS iQ ∈

PQ '≺ ⇔任意的 ，都使得 ，其中， ，

.  

|}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iPiQ uSuS ⊆ )()( QKuS iQ ∈

)()( PKuS iP ∈
因此，我们有 ，即)()()( iPiQiP uSuSuS ⊆⊆ )()( iQiP uSuS = .  

所以，任意的 都有 ，即iu ( ) ( )P i Q iS u S u= QP ≈ .  

（3）假设 QP '≺ 和 RQ '≺ . 从上面的定义，我们能够得到 

QP '≺ ⇔ 任意的 ，都使得 ，其中 ，

； 

|}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iQiP uSuS ⊆ )()( PKuS iP ∈

)()( QKuS iQ ∈

RQ '≺ ⇔ 任意的 ，都使得 ，其中 ，

.  

|}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iRiQ uSuS ⊆ )()( QKuS iQ ∈

)()( RKuS iR ∈
因此，任意的 |}|,,2,1{ Ui "∈ ，我们有 ，即 ，所

以

)()()( iRiQiP uSuSuS ⊆⊆ )()( iRiP uSuS ⊆

RP '≺ . 

由上可得， ),( '≺Κ 是一个偏序集. 证毕. 

2.2 信息粒度的公理化定义及其性质 

定义 1 设 是一个信息系统,若),( AUS = AP ⊆∀ 有实数 对应,且满足： )(PG
 （1） ；（非负性） 0)( ≥PG
 （2） ，若 ，有AQP ⊆∀ , QP ≈ )()( QGPG = ；（不变性） 

 （3） ,若 时,有AQP ⊆∀ , QP '≺ )()( QGPG < ；（单调性） 
则称G 为信息系统 上的信息粒度． ),( AUS =
 信息粒度其实是对信息细化的不同层次的平均度量． 
 定理 2（极值性）设 是一个信息系统, ,则当),( AUS = AP ⊆ ω=)(PK 时, 取

得最小值；当

)(PG
δ=)(PK  时, 取得最大值． )(PG

 证明 令 }){,},{},({)( ||21 UuuuK "=ω ， }){,},{},({)( UUUK "=δ . 因此，任意的

， ，我们有 ，即AR ⊆ ))(,),(),(()( ||21 URRR uSuSuSRK "= )(}{ iRi uSu ⊆ )( Uui ∈ R'≺ω . 

同理，我们有 ，即UuS iR ⊆)( )( Uui ∈ δ'≺R .  
从定义 1 中的（2）与（3）可知， )()()( δω GRGG ≤≤ . 证毕.  

 下面一些定义是信息粒度的不同特殊情形． 
定义 2[18] 设 ),( AUS = 是一个完备信息系统, },,,{)(/ 21 mXXXAINDU "= ,则 A 的

信息粒度定义为： 

                           2

1
2 ||
||

1)( ∑
=

=
m

i
iX

U
AGK ,                        （1） 

其中 是由 决定的等价关系中元素的个数． 2

1
||∑

=

m

i
iX )(

1
i

m

i
i XX ×

=
∪

如果 ω=)(/ AINDU ,则 A 的信息粒度达到最小值 ||1|||| 2 UUU = ． 

如果 δ=)(/ AINDU , 则 A 的信息粒度达到最大值 1|||| 22 =UU ． 
定理 3 定义 2 中的 是定义 1 意义下的一个信息粒度． GK



证明 （1） 显然,非负性成立.  
 （2） 令 , 则完备信息系统下的信息AQP ⊆, },,,{)(/ 21 mXXXPINDU "= 和信息

可表示为信息},,,{)(/ 21 nYYYQINDU "= ),(),(()( 21 uSuSPK PP= ))(, ||UP uS" 和信息

． ),(()( 1uSQK Q= ))(,),( ||2 UQQ uSuS "
如果 ，则任意的 ，都有QP ≈ |}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iQiP uSuS = ，即 |．因此，

我们有 
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 （3）令 ,且 ,则任意的对象AQP ⊆, QP '≺ Uui ∈ ，我们都有 ，

，并且存在某个

)()( iQiP uSuS ⊆

|)(||)(| iQiP uSuS ≤ Uu ∈0 使得 ， |．所以 )()( 00 uSuS QP ⊂ )(||)(| 00 uSuS QP <
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)(QGK= ． 
由此可得, 定义 2 中的GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度．证毕. 
定义 3[20] 设 ),( AUS = 是一个非完备信息系统, )(()( 1uSAK A= , ,…, ,

则

)( 2uS A ))( ||UA uS
A 的信息粒度定义为： 

∑
=

=
||

1
2 |)(|
||

1)(
U

i
iA uS

U
AGK .                     （2） 

 若 =)(AK ω ,则 A 的信息粒度可取得最小值 .  ||/1||/|| 2 UUU =
若 =)(AK δ ,则 A 的信息粒度可取得最大值 . 1||/|| 22 =UU
定理 4 定义 3 中的GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度． 

证明 （1）显然，非负性成立. 
 （2）令 ，  且AQP ⊆, ))(,),(),(()( ||21 UPPP uSuSuSPK "= ),(()( 1uSQK Q= ),( 2uSQ ,"  

))( ||UQ uS ． 

如果 ，则任意的 ，都有QP≈ |}|,,2,1{ Ui "∈ )()( iQiP uSuS = ，即 ．因
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 （３）令 ,且 ,则任意的对象AQP ⊆, QP '≺ Uui ∈ ，我们都有 ，

，并且存在某个

)()( iQiP uSuS ⊆
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由此可得, 定义 3 中的 是定义 1 意义下的一个信息粒度．证毕. GK
定义 4[21] 令 ),( AUS= 是一个完备信息系统， },,,{)(/ 21 mXXXAINDU "= ，则 A的组

合粒度定义为： 

2
||
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||

1 ||
||

)(
U

X
m

i

i

C
C

U
X

ACG i∑
=

= ,                         （3） 

其中
||
||

U
Xi 表示等价类 在论域U 中的比率；iX 2

||

2
||

U

X

C
C

i 表示等价类 中的元素对数在论域 

中所有元素对数中所占的比例.  

iX

U
如果 )(AINDU =ω , 那么 A的组合粒度达到最小值 . 0/0 2

|| =UC

如果 )(AINDU =δ , 那么 A的组合粒度达到最大值 . 1/ 2
||

2
|| =UU CC

定理 5 定义 4 中的CG 是定义 1 意义下的一个信息粒度． 
 证明 （1） 显然，它是非负的.  

（2） 令 , 则完备信息系统下的信息AQP ⊆, },,,{)(/ 21 mXXXPINDU "= 和信息

可表示为信息},,,{)(/ 21 nYYYQINDU "= ),(),(()( 21 uSuSPK PP= ))(, ||UP uS" 和信息

．不妨设),(()( 1uSQK Q= ))(,),( ||2 UQQ uSuS " },,,{ 21 iisiii uuuX "= , },,2,1{ mi "∈ ,其中 

| |= ,且 |U |，则 与iX is ∑
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=
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i
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)(PK )(PINDU 中的元素之间存在下面的对应关系: 
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由此可得, 定义 4 中的 是定义 1 意义下的一个信息粒度．证毕. CG
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由此可得, 定义 5 中的CG 是定义 1 意义下的一个信息粒度．证毕. 

定义 6
[18,20]

 设 是一个完备信息系统,),( AUS = },,,{)(/ 21 mXXXAINDU "= ，则 A
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由此可得, 定义 6 中的 是定义 1 意义下的一个信息粒度．证毕. rE
定义 7

[19]
 设 ),( AUS = 是一个非完备信息系统, ,),(),(()( 21 "uSuSAK AA= ))( ||UA uS ，
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如果 =)(AK ω , 那么 A的粗糙熵达到最小值0 .  
如果 =)(AK δ , 那么 A的粗糙熵达到最大值 .  ||log2 U
定理 8 设 是一个完备信息系统,),( AUS = },,,{)(/ 21 mXXXAINDU "= ，则 A的

粗糙熵退化为： 

||
1log

||
||

)( 2
1 i

m

i

i
r XU

X
AE ∑

=

−= .  

证明 假设 ，))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= },,,{ 21 iisiii uuuX "= ，其中 ，

，则存在以下关系:

ii sX =||

∑
=

=
m

i
i Us

1
|| )()()( 21 iisAiAiAi uSuSuSX ==== " . 于是 

||
1log

||
||

2
1 i

m

i

i

XU
X∑

=

−  

)
|)(|

1log
||

1
|)(|

1log
||

1
|)(|

1log
||

1( 2
2

2
1

2
1 iisAiAiA

m

i uSUuSUuSU
+++−= ∑

=

"  

)
|)(|

1log
||

1
|)(|

1log
||

1
|)(|

1log
||

1(
||

2
2

2
1

2
UAAA uSUuSUuSU

+++−= "  

|)(|
1log

||
1

2

||

1 iA

U

i uSU∑
=

−=  

)(AEr= .  
证毕.  

定理 9 定义 7 中的 是定义 1 意义下的一个信息粒度． rE



证明 相似于定理 7 可以得到证明.  

3 信息系统中的熵理论 
    熵是系统无序的度量,熵越大,无序越高．Shannon 将物理学中的熵概念引入到了信息论

中,用来度量信息系统结构中的不确定性． 
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显然， . 证毕.  )()( PHQH <

    方便地，称由偏序关系
'≺ 导致的熵值的单调性为粒化单调性.  

定义 9 设 是一个非完备信息系统,),( AUS = ()( =AK )( 1uS A , ,…, , 
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其中 .  ),0[: ∞→AH
如果 =)(AK ω , 那么 A的信息熵达到最大值 .  ||log2 U
如果 =)(AK δ , 那么 A的信息熵达到最小值 0.  
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若 =)(AK ω ,则 A的信息熵可得到最大值 ||/11 U− . 

若 =)(AK δ ,则 A的信息熵可得到最小值 0. 
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证明 相似于定理 12 可以得到证明.  

由定理 13 可知,完备信息系统中的信息熵是非完备信息系统中的信息熵一种特殊情形. 

定理 14 设 是一个非完备信息系统, ，如果 ，则 .  ),( AUS = AQP ⊆, QP '≺ )()( PEQE <
证明 相似于定理 12 可以得到证明.  
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表示可能相互区分的元素对数在论域U 中所有元素对数中所占的比例. 
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定理 16 设 ),( AUS = 是一个完备信息系统, )( AINDU = ,则},,,{ 21 mXXX " A 的
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4 信息粒度与熵之间的关系 
信息粒度其实是对信息细化的不同层次的平均度量．由此得知,熵和信息粒度之间存在

某种意义上的互补关系．也就是说,熵越大,信息粒度越小;熵越小,信息粒度越大． 

4.1 完备信息系统下信息粒度与熵之间的关系 

    定理 17  设 是一个完备信息系统,]18[ ),( AUS = 1 2/ ( ) { , , , mU IND A X X X }= " ,则信

息熵 与信息粒度 具有下面的关系： )(AE )(AGK
                            1)()( =+ AGKAE ．                       （13） 
定理 18[18] 设 是一个完备信息系统,),( AUS = 1 2/ ( ) { , , , mU IND A X X X }= " ,则

Shannon熵 与粗糙熵 具有下面的关系： )(AH )(AEr

                            ||log)()( 2 UAEAH r =+ ．                    (14) 
定理 19 设 ),( AUS = 是一个完备信息系统, 1 2/ ( ) { , , , mU IND A X X X }= " ,则组合

熵 与组合粒度 具有下面的关系： )(ACE )(ACG
                                1)()( =+ ACGACE .                       （15） 

证明 根据它们的定义，我们有 
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显然， . 证毕.  1)()( =+ ACGACE

4.2 非完备信息系统下信息粒度与熵之间的关系 

定理 20 设 是一个非完备信息系统,),( AUS = ))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= ，则

A的信息熵和信息粒度之间具有下面的关系： 

 +)(AE 1)( =AGK .                         （16） 

证明 设 ))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= ，则 

)(AE ∑
=

−=
||

1

)
||

|)(|
1(

||
1U

i

iA

U
uS

U
 

∑
=

−=
||

1 ||
1U

i U ∑
=

||

1
2||

|)(|U

i

iA

U
uS

 

)(1 AGK−= ． 

即 + =1. 证毕. )(AE )(AGK
定理 21 设 是一个非完备信息系统,),( AUS = ))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= ，则

A的信息熵 与粗糙熵 具有下面的关系： )(AH )(AEr

                            ||log)()( 2 UAEAH r =+ ．                    (17) 
证明 由定义 7 和定义 9,可以得到 
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即 . 证毕.  ||log)()( 2 UAEAH r =+

定理 22 设 是一个非完备信息系统,),( AUS = ))(,),(),(()( ||21 UAAA uSuSuSAK "= ，则

A的组合熵和组合粒度之间的关系为： 

                              +)(ACE 1)( =ACG .                         (18) 
证明 根据它们的定义，可以得到 
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5   结论 

信息粒度与熵理论是两种有效进行信息系统中不确定性研究的重要工具, 已有许多成

功的应用范例. 本文分析了完备信息系统、非完备信息系统中信息粒的刻画、表示方法，提

出了信息系统中信息粒度的公理化方法，指出了一些已有的信息粒度都是其特殊形式. 对我

们原有的熵理论结果作了进一步的扩充，性质表明信息系统中的熵度量满足粒化单调性，建

立了信息粒度与熵之间的互补关系. 这些结论统一了完备信息系统与非完备信息系统中不

确定性度量的相关结果. 本文研究的信息系统是不包含模糊信息的，下一步，我们将对包含

模糊信息的模糊信息系统进行模糊信息粒度公理化研究.  
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